Лекция 1. Системы множеств
Пусть [image: image2.png]


 — произвольное множество, [image: image4.png]P(X)



 — множество всех подмножеств [image: image6.png]


.
  Определение.  [image: image8.png]K cP(X)



 называется  кольцом, если
1) [image: image10.png]K=0




2) [image: image12.png]VA BEK AUB€EK, AB€EK




 Замечание вместо пары [image: image14.png](U,\)



 можно использовать [image: image16.png](U,4)



 или [image: image18.png](\,4)



.
  Пример 1 .  [image: image20.png]K = {0}



 — кольцо, [image: image22.png]K =P(X)



 — кольцо.
 Утверждение. Если [image: image24.png]


 — кольцо и [image: image26.png]A B



 — его элементы, то [image: image28.png]ANBE€EK




[image: image30.png]


 [image: image32.png]ANB = (AUB)\(A4B) = (AU B)\((A\B) U (B\4)) € KO




  Определение.  Для [image: image34.png]AcPX)



 наименьшее из колец, содержащих [image: image36.png]


, называется  кольцом, порождённым [image: image38.png]


 и обозначается [image: image40.png]K(A)



. [image: image42.png]K(A)



 содержится в любом кольце, содержащем [image: image44.png]


.
 Утверждение. Кольцо, порождённое системой [image: image46.png]


, существует и единственно.
[image: image48.png]oK(A) =N, K, (K,2A4)



. [image: image50.png]K(A)



 содержится в любом кольце [image: image52.png]K(A) =0



, т.к. [image: image54.png]OEK, O€EK(A), ABEK(A), AB€EK, Va=AUBEK, AUBE
N, K, = K(4)



, (для [image: image56.png]


 аналогично). По определению [image: image58.png]K(A)



 является кольцом.[image: image60.png]



  Определение.  [image: image62.png]SEPX)



 называется  полукольцом, если 
1) [image: image64.png]PDES




2) [image: image66.png]VA, BES ANBES




3) [image: image68.png]VA, BES AcB=B\A=U",




, где [image: image70.png]A, €S



 и [image: image72.png]O Vis=j




запись [image: image74.png]AUB



 означает [image: image76.png]AUB



, где [image: image78.png]ANB=0



.
  Пример 2 .  [image: image80.png]VK



 — кольца, [image: image82.png]0 EK



, т.к. [image: image84.png]VAEK 0=A\A




  Пример 3 .  [image: image86.png]S={[a;b)la< b} ab€eR



— полукольцо, [image: image88.png][a;a) =0



, а свойства 2,3 очевидны.
  Пример 4 .  [image: image90.png]= {[a;,b) X ..X[a,,b)| a, <b Vi




 T.1.1 Пусть [image: image92.png]


 — полукольцо, [image: image94.png]K(S)



 — кольцо, порождённое [image: image96.png]


. [image: image98.png]K(S)={I-, A,| neN, VA, €S}




Принадлежность объединения очевидна. Для доказательства условия 2 кольца докажем лемму:
 Л.1 Если [image: image100.png]


 — полукольцо, [image: image102.png]AeS, B=1]I~, B,



, то [image: image104.png]A\B =[I_, A,



, где [image: image106.png]VA, €S




[image: image108.png]


 Воспользуемся индукцией по [image: image110.png]


:
1) [image: image112.png]


, [image: image114.png]


, [image: image116.png]A\B = A\B, = A\(ANn B,)



 — выполняется.
2) [image: image118.png]n=k—1 B=II%, B, AL, B, = (A\LZ] B)\Bx =
[noceoiicrey3nonyxonsual = (LI, A)\By = LI, (4:\By) = LI, 4\(4; n
By) =11, A" 4,)




 [image: image120.png]m; = X" n(4;)0



(леммы)
[image: image122.png]


(теоремы): Докажем, что [image: image124.png]K(S)



 — кольцо. [image: image126.png]K(S)=0



, т.к. [image: image128.png]PDES=0€K(S)



.
Пусть [image: image130.png]A BEK(S), A=1I_, A, B=1I",B,, VA,B €S




[image: image131.png]AuB=@ABUB=([ 4B uB=(| | 4\BYUEB

- 11 Ak,\(]i[Bk)eK(S)
=





[image: image133.png]A\B =




. Итак, [image: image135.png]K(S)



 — кольцо.[image: image137.png]



  Определение.  Кольцо [image: image139.png]


 называется  [image: image141.png]


-кольцом, если [image: image143.png]., .EK U2 A €K




  Определение.  Кольцо [image: image145.png]


 называется  [image: image147.png]


-кольцом, если [image: image149.png]L, .EK N2, A €K




  Определение.  Пусть [image: image151.png]AcPX)



. Наименьшее [image: image153.png]


-кольцо, содержащее [image: image155.png]


, называется  [image: image157.png]


-кольцом, порождённым [image: image159.png]


. Аналогично определяется  [image: image161.png]


-кольцо, порождённое [image: image163.png]


.
  Определение.  Кольцо [image: image165.png]K cP(X)



 называется  алгеброй, если [image: image167.png]X€EK



.
  Определение.  Система подмножеств [image: image169.png]R c P(x)



 называется  [image: image171.png]


-алгеброй, если:
1) [image: image173.png]


 — алгебра.
2) [image: image175.png]


 — [image: image177.png]


-кольцо.
  Определение.  Система подмножеств [image: image179.png]R c P(x)



 называется  [image: image181.png]


-алгеброй, если:
1) [image: image183.png]


 — алгебра.
2) [image: image185.png]


 — [image: image187.png]


-кольцо.
  Пример 5 .  [image: image189.png]P(X)



 является [image: image191.png]


-алгеброй и [image: image193.png]


-алгеброй.
Всякая [image: image195.png]


-алгебра является [image: image197.png]


-алгеброй.
  Пример 6 .  Рассмотрим [image: image199.png]


 — систему интервалов прямой и их счётных объединений (естественная топология на прямой). [image: image201.png]


-кольцо, порождённое [image: image203.png]


 называют  [image: image205.png]


-алгеброй борелевских множеств и обозначают [image: image207.png]B(1)



.
